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Stochastik Grundkurs

Beispiele zum Einsatz des TI-30X Plus MultiView™

Heinz Klaus Strick

Bei einem Wiirfelspiel hat ein Spieler den Eindruck, dass Augenzahl ,1“ sehr oft auftritt, die
auf der gegenuberliegenden Wrfelflache stehende ,6“ aber nur selten.

Daher vermutet er, dass die Wahrscheinlichkeit, eine ,6“ zu werfen, nur 10 % betragt.

Betrachten Sie zunachst die Zufallsvariable

X: Anzahl der Sechsen mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0,1

\ Aufgabenstellung Teilaufgabe a)

(1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit diesem gezinkten Wirfel in 120 Wrfen

genau 12-mal Augenzahl 6 zu werfen.

(2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in 120 Wurfen mindestens 20-mal

Augenzahl 6 auftritt.

(3) Berechnen Sie Erwartungswert n und Standardabweichung o fur die Zufallsvariable X

und bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Sechsen um hochstens
26 von p abweicht.

\ Anforderungsprofil und Punktwertung fur Teilaufgabe a)

Einzel-Wahrscheinlichkeit berechnen

2/10 Punkte

Intervall-Wahrscheinlichkeit berechnen

3/10 Punkte

Erwartungswert und Standardabweichung berechnen und Intervall-
Wahrscheinlichkeit bestimmen

5/10 Punkte

\ Lésung Teilaufgabe a)

Nach Voraussetzung ist die Zufallsvariable binomialverteilt mit n = 100 und p = 0,1.

12
(1) P(X =12)=( 120)0,112 -0,9' ~0,1205

& 120 k 120-k
(2) P(X220)=) | "\~ |-01-09

(3) u
P(12-6572< X <12+6572)=P(6 < X <18)=P(X <18)—P(X <5)

k=20
19

12
1-P(X <19) :1—2( k0]-0,1k 09" ~ 00158
k=0

=120.01=12, 0 =4/120-0,1-0,9 = 3,286, 26 ~ 6,572

18

12
= Z( koj-Oﬂk -0,9"°" ~ 0,9542

k=6
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Einsatz des TI-30X Plus MultiView™

Die Berechnung den Wahrscheinlichkeiten kann mithilfe der BERNOULLI-Formel erfolgen oder
mithilfe der Optionen im MenU stat-reg / distr ([2nd](data] ):

(1)

Eingabe des Terms

120 '0112'09108
12 ) L

DEG

120 nCr 12+0.11=

DEG

4240, 11=%0, 9195

DEG

120 nCr 12#+0.11F
0. 120545066

Berechnen der Einzel-
Wahrscheinlichkeit
durch Eingabe von

n, p, k

DEG

STAT-REG
2THormalc

S5 inHormal
EREBinomialFdf

DEG

=n= [n]
FLISUCCESS0=0. 1

- CALC

LEG

[E:1noH1a Icf |
VALUE=0. 1Z0S4E0E7

ZTORE: E@ Yzt abcd
SOLVE AGAIM  QUIT

(2) | Eingabe Summenterm, o HUM D Rep| | | 13
Komplementarregel Se.t T (120 nCr a+0p| | |40, 1%#0,91297%)
0 (1 4: vPfactor r=a
( 20}01k 09120—k =
k=0 k
15 v A ws « | | Eingabe Summenterm L2 wa v
xEDEIED nCE A0k - ggaggg%ggzza 120 (120 o x;&ﬂtizn RO e
0.924233228 " Ta.AiE5EETTE ;2;[ K )'OJ -09 0.0157EE772
Berechnen der ues bes f s
i - Eincraiqlcdy]
I.nterngI-Wahrs.Cheln- %pﬁluﬁgr@ma piEucEEEEJ:E. . PALUE=0. 984ZESEEE
lichkeit durch Eingabe 4iBinomialFdf r=13 STORE: EEYztabcd
von n, p, k WEIEinomialcdf I SOLWE AGAIM  @UIT
(3) | Berechnen der I =+ | | Eingabe Summenterm L= we
Standardabweichun 1200, 140,39
g 3. 286335345 51120 nCr O
== <~ | | Berechnen der e e
1= . URNEancH2a 15dt
T (120 nCr -#0p| | kumulierten FiRLsSn=izo PALLUE=0. 270256651
x=8 . 9547463516 | Wahrscheinlichkeiten =iz - ETORE: HO Yzt alged
und Differenzbildung CALC UL T
R b ! FRLLESE, B 1E0U0Z3Y b-a 0.934246317
FegHCCESEI=0-1 STORE: HO Yz #EJk o d
_— ZOLVE AGAIH  QUIT
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\ Aufgabenstellung Teilaufgabe b)

Der Warfel wird mehrfach geworfen.

(1) Wie oft muss der gezinkte Wurfel mindestens geworfen werden, sodass die
Wabhrscheinlichkeit fur das Ereignis Mindestens einmal Augenzahl 6 mindestens 99 %
betragt?

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Augenzahl 6 erst beim 6. Wurf fallt.

\ Anforderungsprofil und Punktwertung Teilaufgabe b)

(1) | Lésungsansatz (Ungleichung) erlautern 3/9 Punkte
(1) | Anzahl der Wurfe berechnen (Ungleichung auflosen) 3/9 Punkte
(2) | Wahrscheinlichkeit bestimmen 3/9 Punkte

\ Lésung Teilaufgabe b)
(1) Betrachtete Zufallsvariable X: Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl 6; p = 0,1

Das Ereignis Mindestens einmal Augenzahl 6 in n Wiirfen (X 2 1) ist das Gegenereignis zu
Keinmal Augenzahl 6 in n Warfen (X = 0).

Fur dieses Gegenereignis gilt: P(X = 0) = 0,9". Daher ist nach Komplementarregel:
PX21)=1- P(X=0)=1-0,9"

Hierfur soll gelten: P(X = 1) = 0,99.

Zu l6sen ist also die Ungleichung: 1 —0,9"=> 0,99

d.h. 0,9"<0,01

Lésung durch Logarithmieren: n - log(0,9) < log(0,01) < n 210g(0,01)/10g(0,9) ~ 43,7

Hinweis 1: Das Ungleichheitszeichen in der Ungleichung kehrt sich um, weil beide Seiten
durch eine negative Zahl dividiert werden.

Hinweis 2: Es spielt keine Rolle, welche Logarithmus-Funktion flr das Logarithmieren der
Ungleichung gewahlt wird, weil die Quotienten immer gleich sind.

» Der gezinkte Wurfel muss mindestens 44-mal geworfen werden, damit die
Wabhrscheinlichkeit fur mindestens einmal Augenzahl 6 mindestens 99 % betragt.

(2) Wenn Augenzahl 6 erst beim 6. Wurf eintritt, bedeutet dies, dass 5-mal eine andere
Augenzahl auftritt, bevor die Augenzahl 6 fallt.

Die Wahrscheinlichkeit hierfur betragt
P(Augenzahl 6 erst beim 6. Wurf) = 0,9° - 0,1 = 0,059049 ~ 5,9 %.
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| Einsatz des TI-30X Plus MultiView™

(1) Zur Bestimmung der notwendigen Anzahl n kann man im [table]-Men( eine Funktion f mit
fin)=P(X21)=1-0,9" definieren und dann in der Wertetabelle nachschauen, wann
die Bedingung P(X = 1) = 0,99 erfullt ist. Oder man 16st die Ungleichung durch
Logarithmieren und Umformung.

(2) Zur Losung dieser Teilaufgabe mussen die Wahrscheinlichkeiten gemafn
Pfadmultiplikationsregel multipliziert werden.

(1) | Funktionsterm o . fran
definieren, Wertetabelle | [fHAMBIINE SR Fixi=1-0.3"0 4z 0. ggdnzouse
durchsehen EHEdit function de AROTOFEES

=4y
Ungleichung durah 109¢0,013-102¢08 | |1n¢0.013-1nc0, 9
B . odi0, ) nid., mod,
Logarithmieren Iosen 43, FOSEI0E5 43, FO2E90E5
(beliebige Basis)

(2) | Wahrscheinlichkeiten c e aw
iplizi 0.9-+0.1
multiplizieren 0. H59044

Der TI-30 Plus MultiView™ Uberzeugt mit seiner einfachen Bedienung
dank maximal 2-facher Tastenbelegung sowie einem guten Druckpunkt.
Der TI-30X Plus MultiView™ besitzt umfangreiche Stochastikfunktionen
und erfUllt die Anforderungen des Ministeriums fur Kultur, Jugend und
Sport in Baden-Wirttemberg. Zudem ist der Rechner im Abitur des
Freistaats Bayern zugelassen.

Software, kostenlose Unterrichtsmaterialien und Fortbildungen runden
das Angebot ab.
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\ Aufgabenstellung Teilaufgabe c)

Durch eine Versuchsreihe von 300 Warfen soll Uberpruft werden, ob die Wahrscheinlichkeit
fur Augenzahl 6 tatsachlich kleiner ist als 1/6.

(1) Erlautern Sie, welche gegensatzlichen einseitigen Hypothesen in der Sachsituation
betrachtet werden und welche der beiden mdglichen Hypothesen getestet werden soll.
Bestimmen Sie eine Entscheidungsregel zu diesem Test fur o < 0,05.

(2) Beschreiben Sie die Auswirkungen eines Fehlers 1. und 2. Art in der Sachsituation.

(3) Erlautern Sie, welche Entscheidung gefallt wird, wenn in der Versuchsreihe 41-mal
Augenzahl 6 auftritt.

(4) Angenommen, die Wahrscheinlichkeit fur Augenzahl 6 betragt tatsachlich nur p = 0,1.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art.

\ Anforderungsprofil und Punktwertung Teilaufgabe c)

(1) | Angabe der beiden Hypothesen 3/17 Punkte

(1) | Bestimmen der Entscheidungsregel 5/17 Punkte

(2) | Beschreibung des Fehlers 1. und 2. Art im Sachzusammenhang 4/17 Punkte

(3) | Erlauterung der Entscheidung 2/17 Punkte

(4) | Berechnung der Wahrscheinlichkeit fr einen Fehler 2. Art 3/17 Punkte

\ Lésung Teilaufgabe c)

(1) Wenn man die Vermutung p < 1/6 ,statistisch beweisen“ moéchte, muss man zeigen, dass
das Versuchsergebnis nicht vertraglich ist mit der gegenteiligen Hypothese p 2 1/6.

Betrachtet werden also die beiden Hypothesen H4: p < 1/6 und Hp: p = 1/6 sowie die
Zufallsvariable X: Anzahl der Sechsen in 300 Wiirfen.

Fir p==1 ist 1=300 1 =50 und o =,/300-1- ~6,455 >3

Da die LAPLACE-Bedingung erflllt ist, kann eine Entscheidungsregel mithilfe der Sigma-
Regeln aufgestellt werden; dabei gilt: P(X < u - 1,64c) = 0,05

Fir p={¢ ist p—1,64c ~39,4.

Kontrollrechnung zur Sigma-Regel:

Fur p={ ist P(X = 39) ~0,0486 < 0,05 und P(X < 40) ~ 0,0675 > 0,05.

Fur p > ¢ gilt erst recht: P(X < 39) < 0,05.

Zu o < 0,05 gehort der kritische Wert k = 39,5 und es ergeben sich

Annahmebereich A = {40, 41, 42, ..., 300} und VerwerfungsbereichVV = {0, 1, ..., 38, 39}.

» Entscheidungsregel: Verwirf die Hypothese Hy: p = 1/6, falls bei 300 Wirfen weniger als
40-mal Augenzahl 6 fallt.
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(2) Ein Fehler 1. Art liegt vor, wenn das Versuchsergebnis im Verwerfungsbereich liegt,
obwohl die Hypothese richtig ist. Im Sachzusammenhang bedeutet dies, dass flr den
Warfel gilt, dass p = 1/6, aber zufallig treten weniger als 40 Sechsen in 300 Wrfen auf.
Der Warfel wirde also als gezinkt angesehen, obwohl er es nicht ist.

Ein Fehler 2. Art liegt vor, wenn das Versuchsergebnis im Annahmebereich liegt, obwohl
die Hypothese falsch ist. Im Sachzusammenhang bedeutet dies, dass fur den Wirfel gilt,
dass p < 1/6, aber zufallig fallt in 300 Wurfen mindestens 40-mal Augenzahl 6. Man hatte
also keinen Anlass daran zu zweifeln, dass der Wurfel in Ordnung ist, obwohl er
tatsachlich gezinkt ist.

(3) Da das Ergebnis 41-mal Augenzahl 6 im Annahmebereich der Hypothese p = 1/6 liegt,
hat man keinen Anlass, an der Richtigkeit der Hypothese zu zweifeln und geht davon
aus, dass der Warfel in Ordnung ist.

(4) Zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit fur den Annahmebereich unter der
Voraussetzung, dass dem Versuch p = 0,1 zugrunde liegt:

Po-01(X=40)=1-P(X<39)~0,038

| Einsatz des TI-30X Plus MultiView™

(1) Mithilfe des Rechners kann der kritische Wert auch ohne Sigma-Regeln bestimmt
werden. Dazu definiert man eine Funktion f gemal’ der BERNOULLI-Formel mit variablem
x-Wert, bis zu dem die Wahrscheinlichkeiten summiert werden sollen.

Bei x = 40 wird die vorgegebene 5 %-Schranke Uberschritten, d. h. der kritische Wert liegt
zwischen 39 und 40.

(4) Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art kann mithilfe der kumulierten Binomial-
verteilung oder durch Summation mithilfe der BERNOULLI-Formel bestimmt werden.

(1) | Funktionsterm

definieren, Wertetabelle T Fron= % (200 nCk| | [Feor=drgrZ00-1g
durchsehen BHEdit function #=

[7==3

(4) | Wahrscheinlichkeit ] s =

berechnen mit N e e Y sk 1=y 0.037203351
kumulierter &

STORE: HORZ % akcd
Binomialverteilung

=n= [n]
EggCCEEE:':':" i
- — S UIT

Wahrscheinlichkeit - ton T
berechnen mit (o300 RCr k| |40, 17409599 50m ) E (300 nCr gk
Summenterm 0. 037803981
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\ Aufgabenstellung Teilaufgabe d)

d) Zwei Spieler fiUhren ein Glucksspiel mit einem LAPLACE-Wrfel durch. Der Wirfel wird
dreimal geworfen. Was bei den drei Runden des Spiels als Erfolg angesehen wird, muss

weiter unten geklart werden.

Wenn 3-mal Erfolg eintritt, zahlt Spieler B an Spieler A 10 Minzen. Bei zwei Erfolgen zahlt
Spieler B an Spieler A 3 MlUnzen; bei einem Erfolg zahlt Spieler A an Spieler B 1 Munze und
wenn kein Erfolg eintritt, zahlt Spieler A an Spieler B 2 Minzen.

(1) Stellen Sie ein Term fur den Erwartungswert des Betrags auf, den Spieler A erhalt

oder zahlen muss.

(2) Zeigen Sie, dass fur die Erfolgswahrscheinlichkeit p gelten muss, dass p = 1/3 ist,
damit dies eine faire Spielregel ist.

(3) Geben Sie eine mogliche faire Spielregel an.

\ Anforderungsprofil und Punktwertung Teilaufgabe d)

Bestimmen der Wahrscheinlichkeitsverteilung

4/14 Punkte

Bestimmen eines Terms fur den Erwartungswert

5/14 Punkte

Nachweis fur p = 1/3

4/14 Punkte

Beispiel einer fairen Spielregel

1/14 Punkte

\ Losung Teilaufgabe d)

(1) Fur die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable X: Anzahl der Erfolge bei einem
3-stufigen BERNOULLI-Versuch mit Erfolgswahrscheinlichkeit p gilt:

X=Kk

P(X = k)

0 1-p?

1T 13-p2-(1-p)

2 3.p-(1_

p)?

3 1T-(1-py

Daher ergibt sich aus der Auszahlungsregel der Aufgabenstellung fur den Erwartungswert
der Zufallsvariablen Y: Auszahlung aus der Sicht des Spielers A

also: E(Y)=10-p*+ 9 - p?

X=k|Y=a P(Y = a) a-P(Y=a)
0 10 1-p® 10 - p®
1 3 (3-pP-(1=-p)| 9-p*-(1-p)
2 -1 |3-p-(1-p)?|-3-p-(1-p)p
3 -2 1T-(1-pp | -2-(1-p)

(1-p)-3-p-(1=-p;-2-(1-p)
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(2) Zu zeigen ist, dass sich fur p = 1/3, also 1 — p = 2/3 ergibt, dass E(Y) = 0.

3 2 1 1 2 3
E(Y)=10- 1 19. 1Yy (2 _3. 1 (2 _2. 2 ZEJFE_E_EZO
3 3 3 3 3 3 27 27 27 27

(3) Ein Beispiel fur eine solche faire Spielregel ware: Ein Erfolg liegt vor, wenn der Wirfel
Augenzahl 5 oder 6 zeigt.

| Einsatz des TI-30X Plus MultiView™

Der Taschenrechner kann bei der Losung der Aufgabe hilfreich sein. Allerdings ware ein TR
notwendig, wenn die Aufgabenstellung (2) wie folgt abgeandert wirde:

(2) Fur welche Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die 0. a. Spielregel eine faire Spielregel?

Dann muss eine Funktion f mit der Variablen x definiert werden, mit deren Hilfe man die zu
erwartende Auszahlung f(x) berechnet:

fx)=10-x*+9-x*-(1-x)-3-x-(1-x*-2-(1-x)*
Mithilfe der Wertetabelle findet man heraus, dass die Nullstelle der Funktion bei p ~ 1/3 liegt.

(2) | Funktionsterm
definieren, in der lil!lglgl!!lilﬂ]ﬂ!! FCaa=10aT+9ZCme| | |Fear=4=2-2¢ 12070

Wertetabelle nach einer @Edit function
Nullstelle suchen

DEG DEG

ArL=0, OuZZE | "0. 01198y
Zfap=o. ':',I':'l . 0. 235 .;'.':'.';.33533'3
I FENEED
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